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Exercice

1. Déterminons une base de kerf.

2¢+y—2=0 2zr4+y—2z=0
Ona X = (z,y,2) €kerf & AX=0 < y+2=0 & y=—z
20 —22=0 T==z

& { Y7 7% & X =2(1,-1,1). Donc kerf = vect(w) avec w = (1,—1,1).
r ==z

Ainsi une base de kerf est (w)

Déterminons une base de Imf.

nf = {f(X), X =(r,9.2) € E}
={(2z+y—2zy+2z2x—22), =z,y,z<€R}
={r(2,0,2) +y(1,1,0) + 2(-1,1,-1), z,y,z € R}
={zu+yv—zw, z,y,z € R} avecu=(2,0,2) et v=(1,1,0)
={zu+yv—z2(u—v), xz,y,z€R}
={(z—2)u+(y+2)v, =z,9,2cR}
={au+pfv, «,f R}
= vect(u, v)

Donc une base de Imf est (u,v)

2.(a) e1=(1,0,0),  fle)=(2,0,2),  f*(e1) =(2,2,0)
Montrons que B’ = (61, f(er), fQ(el)) est une base de E.

1l suffit de montrer qu’elle est libre car son cardinal est 3. Supposons qu’il existe a, b, c € R tels

que aey + bf(e1) + cf?(e1) = 0 et montrons que a =b = c = 0.

1 2 2
ae1 +bf(er) +cf*(e1)=0 < a|l 0 |+b| 0 |+c| 2 | =0
0 2 0
a+2b+c=0 a=0
& 2¢=0 & b=0
26=0 c=0
(b) Aprés calcul, on trouve f3(e1) = (6,4,2).
Chercher les coordonnées de f3(e;) dans la base B’ revient a chercher (z,y,z) € R? tels que
1 2 2 6
f3er) = zer +yfler) + zf2%(e1),ccadx | 0 | +y| 0 | +2| 2 | =] 4 ), ou encore
0 2 0 2
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r+2y+22=6
2z =4 . En résolvant ce dernier systéme, on trouve (z,y,z) = (0, 1,2).
2y =2
(c) La matrice de f dans la base B’ est la matrices des coordonnées des images des vecteurs de B’

dans B’. Donc
fler) f*(er) f*(er)

mater(f) = 0 0 0 er
1 0 1 f(el)
0 1 2 f2(er)
3. (a) Pour A = —1, déterminons une base de ker(f + idg)
3x+y—2z=0
On a X = (z,y,2) € ker(f +idp) & AX+X =0 < 2y+2=0 &
20 —2=0

y=—2/2
x=2z/2
Donc ker(f + idg) = vect(e1) avec 1 = (1,—1,2).

3r+y—2=0 .
@{ v=

Pour A = 2, déterminons une base de ker(f — 2idg)

y—2=0 B
OnaX = (r,y,2) € ker(f — 2idp) & AX-2X=0 & { —y+2z=0 @{y:;

20 —42=0 e
< X =2(2,1,1). Donc ker(f — 2idg) = vect(ez) avec g2 = (2,1,1).

(b) E=kerf®E 1®F, < VXeE3J(ABC)ekerfxE_ 1xFE ; X=A+B+C

kerf = vect(w) w=(1,-1,1)
Comme § F_; =vect(e1) avec ¢ &1 = (1,—1,2) alors on obtient :
Ey = vect(e2) g9 =(2,1,1)
E=keaf®oE 19FE <« VXeckENabc)cR ; X =aw+bey + ceo.
1 1 2 x
Onpose X = (z,y, z). Alors X = aw+bei+cea < a| -1 |+b| =1 |+c| 1 | =] vy
1 2 1 z
a+b+2c==x a=x—Yy—=z
& —a—bte=y & oo ol g 2y 1y,
a+2b+c=z c:%x—i-%y

Ainsi le triplet (a, b, ¢) existe et il est unique, d’ou E =kerf @ E_; & E»
(¢) La base B; est la base (w,e1,¢e2). En effet :
o f(w)=0car w e kerf (ici w est le vecteur défini dans la réponse a la question 1)
o f(e1) = —ey car eq € ker(f +idg)
o f(e2) = 2e9 car g3 € ker(f — 2idg)
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0 0 0 w
Donc : mat =
5 (/) 0 -1 0 e
0 0 2 €9
Probleme
Partie 1

1. Il suffit de faire les calculs
2. Montrons que F; () Fa> = {0}.
Fy = ker (u — idg) = {z € E;u(x) —x =0} et
Fy =ker (u? + u+ 2idg) = {z € E;u*(z) + u(x) + 2z = 0}.
On vérifie d’abord que {0} C Fy [ F> (facile).
u(z) =z
u?(x) +u(z) + 22 =0
a la premiére égalité, on obtient u?(z) = u(x) = z. Donc d’apres la deuxiéme égalité, z+z+22 = 0.

Montrons que Fy () F> C {0}. Soit x € F () F». Alors { . En appliquant u

Ce qui donne z = 0.
Ainsi Fy () F> = {0}. Donc la somme F} + F; est directe.
3. Montrons que F; C F':
r€F = (u—idg)(zr) =0
= (u? +u+2idg)o (u—idg)(x) =0
= (u® 4+ u—2idg) () =0
=z E€F
Montrons que Fy C F' :
r€Fy= (u?+u+2idg)(x) =0
= (u—idg) o (v +u+ 2idg)(z) =0
= (v® +u—2idg) (x) =0
=z €F
Fy et F5 sont des sous-espaces vectoriels parce qu’ils sont les noyaux d’applications linéaires.
4. Soit x € F.
e On pose y = (u® + u—+ 2idg) (z). Montrons que y € Fj.
On a (u—idg) (y) = (u —idg) o (v? + u+ 2idg) () =0 (car « € F). Donc y € Fy.
e On pose z = (u+ 2idg) o (u— idg) (x). Montrons que z € Fj.
On a (u® + u+2idg) (z) = (v? +u+ 2idg) o (u+ 2idg) o (u—idg) (z)
= (u+2idg) o (v* + u+2idg) o (u — idg) (z)
= (u+2idg) o (v* + u — 2idg) (z)
z€F = (v¥+u—2idp) =0=(u*+u+2idg) (2) =0=>z2€ F
5.(a) X — 1 est un polynéme qui a pour seule racine 1. Or 1 n’est pas une racine de X2 + X + 2
donc X —1 et X2+ X + 2 sont premiers entre eux. Ainsi, d’aprés I'identité de Bézout pour les
polynémes, il existe deux polynémes Uy et Vjy de R[X] tels que Up (X2 + X + 1) +V(X-1)=1.
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Ce qui implique que Uy (X2 + X+ 1) + V(X — 1) est un polynéme de degré 0. On doit donc
avoir deg(Up) < 1 (car Uy multiplie un polynéme de degré 2) et deg(Vp) < 2 (car Vp multiplie
un polynome de degré 1).

Pour déterminer 1’écriture de idg sous la forme d’une somme de deux applications linéaires,
nous allons d’abord déterminer Uy et Vj.

Comme deg(Up) < 1 et deg(Vp) < 2 on va poser Uy = a et Vo = (X — A). On obtient :
a(XP+X+2)+8(X-N(X-1)=1

On développe cette expression et on procede par identification des coefficients. On obtient
_ 1 p_ 1y _

o = Z,B——Z,A——Q

Dot § (X?+ X +2) — 1 (X +2) (X — 1) = 1. Ce qui nous permet de conclure que :

1
(u® +u + 2idg) — 5 (u+2idg) o (u—idp)

N

idg =

6. On sait que la somme F; + F5 est directe. Il suffit de montrer que F' = F} + Fb.

1 1
Soit z € F. D’apres (5.b), on peut écrire zz = 1 (u2 + u+ 2idg) (z) — 1 (u+2idg) o (u—idg) (x).

~~
z1 z2

D’apres (4), (u® + u+2idg) (z) € Fy et (u+ 2idg) o (u —idg) (z) € F, donc z1 € Fy et zy € Fy.

Conclusion : £ = x1 + x2 avec x1 € I} et x9 € F5. Donc F' = F; + Fo.

7. (a)

F=FE = E=ker(u’+u—2idg)
Vo € E, (v* +u—2idg) () =0
ud +u —2idg =0

U o (u2—|—idE) = 2idg

= uo |:; (u2 +7,dE):| =idg

R

1
Donc u est inversible et v~ ! = 5 (u2 + idE)

Im (u —idg) = {(u—1idg) (x),z € E}. Or, d’apres (4), pour tout z € E,
(u + QidE) o (u — ZdE) (l’) € Fy

Donc lapplication, f : & — u + 2idg envoie Im (u —idg) dans Fs. Montrons que f est

I’isomorphisme recherché.

1 1
Dans Fy, I'égalité idp = ) (u? 4 u+ 2idg) — 1 (u+ 2idg)o(u —idg) établie dans (5.b) devient :

1
idg = —=(u+ 2idg) o (u — idg) (%)
o 2
=f
puisque u? + u + 2idg restreinte a I, est I'application nulle. Ainsi, dans I, f est bijective et
1
son inverse est f~! = ~1 (u—idg).
1
D’autre part Vy € Fy, f~1(y) = ~1 (u—1idg) (y) € Im(u —idg). Donc Fh et Im (u — idg) sont
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isomorphes.

(c) Montrons que Im (v —idg) C Fb. Pour cela, considérons y € Im (u — idg) et montrons que
y € Fy.

€ Im (u — idg) =

u(y) = w(x) —ulz) { u(y) = u(z) — ulz)

u?(y) = u’(x) — u’(z) u?(y) = —u?(z) — ulw) + 22

(En effet, E = ker (u® + u — 2idg) = Vz € E,v*(z) = —u(x) + 2z)

Ainsi, u?(y) + u(y) + 2y = —u?(z) — u(z) + 2z + v?(z) — u(z) + 2u(z) — 22 = 0. Donc y € F.

ExEE;y:u(;v)—:L‘é{

On en déduit que Im (u — idg) C Fy et comme ils sont isomorphes et qu’on est en dimension
finie, Im (u — idg) = F»

Partie 2 : Application

I Ry ={f € Bi(u—idi) (f) =0} = {f € B f — f =0}
Fy={feE;(u*+u+2idg)(f)=0}={f € E; f"+ f +2f =0}
Ainsi, les deux équations différentielles sont f' — f =0et f/+ f/+2f =0
2. Une base de F} est constituée par la fonction ¢ : t — exp(t)

Une base de F est déterminée en résolvant 1’équation caractéristique r> 4+ r + 2 = 0.

1
Les solutions sont complexes et conjuguées : r = —3 + 17 Donc une base de Fj est (1, p2) avec

©1(t) = exp (—%) cos (gt)

@o(t) = exp (—1L) sin (%t)

fek

f € ker (u3 +u— 2z'dE)

On appelle F' = ker (u3 +u— QidE). Alors, d’apres la partie 1, on a F' = Fy & F5. Donc on peut
écrire f = ap+ a1p1 + agp. Ainsi, les solutions de f”' + f' —2f = 0 sont les fonctions de la forme :

F(£) = aexp(t) + a1 exp <—;> cos <\ft> + o exp <—;> sin (‘ft)

3. f est une solution réelle de f"” + f' —2f =0 < {
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