1% année Correction : Devoir Surveillé No. 2 IPEIM
MP Algebre 2020/2021

Exercice 1 :

f : R3 [X] — R3 [X]
P +— 3X?P" —(7X+4+4)P 43P
1. Mq f € £ (Rs[X])
Soient «, f € R, P,@Q € R3[X]. On a :
F(aP +BQ) =3X2 (aP + BQ)" — (X +4) (aP + BQ) + 3 (aP + 5Q)
— 3X2 <aP” + 5@”) —(TX 4+ 4) <aP’ + 5@’) +3(aP + 4Q)
—a [3X2P” ~(TX+4)P + 3P] 8 [3X2Q” —(TX+4)Q + 3@}
=af(P)+8f(Q)
Alors, f est linéaire

De plus, si P € R3[X] alors : deg (f(P)) = deg (3X2P” ~(TX +4) P + 3P)

< max (deg (3X2P”> ,deg ((7X +4) P,) ,deg(3P))
<max(2+degP —2,1+degP — 1, deg P)
<degP <3
Alors f(P) € R3[X]
L’ensemble de départ est égal a celui de l'arrivée. Donc f € £ (R3[X]).
2. Pekerf= f(P)=0
= 3X?P" —(TX+4)P +3P=0
= 3X? (6aX +2b) — (7X +4) (3aX? +2bX +¢) + 3 (aX?® + bX? +¢cX +d) =0
= 18a.X? + 6bX? — 21aX? — 14bX? — TeX —12aX? — 8bX —4c+ 3aX? 4+ 3bX? + 3cX +3d = 0

_ -5,

—12a — 5bc =0 a = 2

=< -8 —4c=0 =< c=-2b
-5 8 -5 8
P=—bX34+bX2—-20X —-b=b —X34+X2-2X — =
BT 3 (12 * 3)

5 8
Alors ker f = vect {—12)(3 + X2 -2X — 3}

-5 8
= La famille {12X 34 X2-2X — 3} est une base de ker f car elle est libre et génératrice
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3.

rg f = dim (R3[X]) — dimker f=4—-1=3

Imf = vect { f(1), f(X), f(X?), f(X?)} or:

f(1)=3

fX)=—(TX+4)+3X =-4X — 4

f(X?) =3X22—(7TX +4)2X 4+ 3X?=6X? — 14X? — 8X + 3X?= —5X? — 8X
f(X3) =3X%6X — (7X +4)3X? + 3X3=18X° — 21X3 — 12X? + 3X3= —12X?
Alors Im f = vect {3, —4X — 4, -5X? — 8X, —12X?}= vect {3, —4X — 4, -5X? - 8X }
ker f # {0} = f n’est pas injective

Im f # R3[X] = f n’est pas surjective

Donc f n’est pas bijective (n’est pas un automorphisme)

Exercice 2 :

1.

F = vect {uj,u2} = vect {(0,6,—-1,4),(3,3,1,5)}

Il est clair que la famille {u;,us} est une famille génératrice de F' et libre (ujet ug sont non
colinéaires).

Donc, c’est une base de F'.

G = vect {v1,v92,v3} = vect {(1,0,0,0),(1,—-1,0,1),(0,2,1,0)}

La famille {v1,v9,v3} est une famille génératrice de G. De plus, elle est libre. En effet, ajv; +
agvy + a3 =0 = a; =0Vi € {1,2,3}

Donc, c’est une base de G

Alors, dim (F') =2 et dim (G) =3

. a =2uy — uy est de coordonnées : (—1,2) dans la base {u1,ua}

b = 2vy + v3 est de coordonnées : (0,2, 1) dans la base {v,ve,v3}

. Montrons que uj ¢ G

si w1 € G alors w1 = aqv1 + vy + azvg
0=o01+ o2

6 =—a2+2a3 =6=—4—2 (absurde)

=
—12043
4:Oég

Donc u; ¢ G

On peut remarquer que a =3b=a € FNG
=dim(FNG)>1.0r,dim(FNG)<2car FNGCF

Donc, dim (F'N G) = 1,ou dim (F N G) = 2 (impossible car u1 ¢ G, FNG # F)
Dot dim (FNG) =1

_dim (F + G) = dim(F) + dim(G) — dim (FNG) =2+3—-1=4

F et G ne sont pas supplémentaires car sinon on aura :
dim(F) + dim(G) = dim (R*) = 2+ 3 = 4 (absurde)
D’autre part, F + G C R* et dim (F + G) = dim (R*) = F + G =R*
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Exercice 3 :

1. Montrons que g> = 0 <= Img C kerg
” =7 On suppose que g2 =0
yelmg=y=g),r€E=g(y)=¢*(x)=0car g? =0 =y C kerg
Ainsi Img C kerg
” <7 on suppose que Im g C ker g
Onag(z) €Img= g(z) €kerg, Ve € E=g(g(z)) =0,Vz € E=¢*(z)=0,V2 € E=¢>=0
2. dm(E)=3 ¢*=0, g#0
(a) =0 = Img Ckerg
= dimIm g < dimker g
= rg(g) < dimkerg
= dim(F) — dimker g < dimker g
= dim(E) < 2dimker(g)
= 3 < 2dimkerg
= dimkerg > g
= dimkerg > 2 car dimkerg € N
Or kerg C E = dimkerg < dim(F) =3
Ainsi, 2 < dimkerg <3 = dimkerg =2 ou dimkerg=3
Si dimker g = 3 alors ker g = E ce qui donne g = 0 (absurde)
Donc dimker g = 2
(b) Puisque dimker g = 2 alors ker g = vect{ws, w3}
= wg € kerg et w3 € kerg
= g(w2) =0et g(wg) =0
or g>=0= 3w; € E tq ¢*> (wy) =0
= g(g(w1)) =0
= g(wy) € kerg
= g (w1) = wy
Cl : il existe une base {w;, w2, w3} de E tq :
g (w1) =wz, g(w2) =0et g(ws) =0
(¢) D =vect{w} avec w # 0
Montrons que g(D) C D < D C kerg
7 =7 Soit x € D. Montrons que x € ker g
r€D=x=awaveca €R
= g(z) = g(a.w) € D (par hypothese)
= g(x) = fw avec f € R
= gi(;g) = g(Bw) = B g(w)
=0
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= Bgw)=0=p5=0
——

#0
= g(z) =0
=z €kerg

Alors , D C kerg
? <=7 On suppose que D C kerg
Montrons que g (D) C D
x € D=z € kerg (par hyp)
= g(z) =0€ D car D est un s.e.vde E
= g(z) € D
Ainsi g(D) C D
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