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Exercice 1 : Les questions 1. et 2. sont indépendantes

1. (a) Montrer que la fonction f définie par f(x) = In(lnz) est concave sur |1, +oo|

(b) Déduire que pour tout = € [e,e?], on a
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2. On considere la fonction f(z) = zsin (1 > définie sur [0, 1]
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(a) Soient z, = 1— m et y, = 1 — m Déterminer, pour tout n € N, f(x,) et
n 7r n ™

f (yn)
(b) Peut-on prolonger f par continuité a [0, 1] ?
(c) Justifier que f ([0, 1]) est un intervalle et que f ([0,1[) C] —1,1]
(d) 1i. Soit t €] — 1,1[. Montrer qu’il existe ng € N tel que

V?’LZTL(], —Yn <t <zp
ii. En déduire que f ([0,1]) =] —1,1]

Exercice 2

On consideére les fonctions g, h et f,, (m € R) définies par

g(x) = /1 +sh(z) , h(z)

_ ch(x)
C 14en

et fm(x) = g(x) + mh(z)

1. Vérifier que g est bien définie sur [ln (\/i — 1) ,—i—oo[
2. Donner le développement limité de g en 0 & 'ordre 3
3. Donner le développement limité de h en 0 & l'ordre 3

4. (a) Montrer que le développement limité de f,, en 0 a l'ordre 3 en fonction de m s’écrit sous la

forme suivante :

fm(x)(:)1+%+§(1—%)+x (m—1>—|—z8(7—5m)—|—0(:r3)

|

(b) Déduire fu(0),  fr(0),  f1n(0) et £ (0)
5. Donner I'équation de la tangente T, a la courbe représentative C,, de f,, au point d’abscisse 0.

6. Discuter, selon le réel m, la position relative, au voisinage de 0, de C,, et T},
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Probléme

Soient a et b deux réels tels que a < b et f : [a,b] — R dérivable sur [a, b] telle que f'(a) = f'(b) = . On

se propose de montrer la propriété (x) suivante :

(%) Il existe ¢ €]a, b[ tel que f(ci:z:(a) = f'(c)
Pour cela, on pose
g:la,b) — R
r — Jw si z €]a, b]
« siz=a
et on note § = M
b—a

1. Montrer que g est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b] et calculer sa fonction dérivée
2. Si a = 3, montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0 et déduire la propriété (x)
3. On suppose que a <
(a) Montrer que si pour tout = €]a,b[, ¢g(x) < S alors f(x) — f(b) < B (z —b)
(b) En déduire qu’il existe zg €]a,b] tel que g (z¢) > [. (On pourra raisonner par I’absurde)
(c) Montrer qu’il existe x; €]a,zg| tel que g (z1) = S et déduire qu'il existe ¢ €|z, b] tel que
g'(c)=0
(d) Déduire (x)
4. Montrer que f vérifie (x) si et seulement si —f ’est aussi
5. On suppose maintenant que o > 3. Déduire la propriété (x).

6. Cette question est facultative.
Tracer la courbe de la fonction z — sinx sur [0, 27], ainsi que le point ¢ vérifiant ().

Montrer que, dans ce cas, ¢ est unique.
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