1% année Examen No. 1 IPEIM
MP Analyse 2020/2021

NB : Les trois exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre

Exercice 1

1
Soit la fonction f: R\{-1} — R; z+— f(x) = T
x

1. Etudier les variations de f et donner son tableau de variation
2. En déduire que f ([0,1]) C [0,1]
3. Résoudre dans R I’équation f(z) = z. On note a la solution positive et b la solution négative.

1
14+ uy, = 1 (un)

On considere la suite définie par : up = 0 et pour tout n € N, u,11 =

4. Montrer que Vn € N;u, € [0, 1]

5. Calculer uy,ug,us et en déduire que la suite (ug,) est croissante et que la suite (ug,41) est

décroissante

6. Montrer que les suites (u2,) et (u2n+1) sont convergentes
Up — @

7. On pose v, =
Up — b

(a) Montrer que (v,) est une suite géométrique, donner sa raison.
Indication : écrire a = —— et b= ——
( l1+a 1+ b)
(b) Montrer que (v,,) converge et déterminer sa limite
c) En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite
En dédui t te et détermi limit

8. Montrer que les suites (u2y,) et (ugn41) sont adjacentes

Exercice 2

Soient o, B € R tels que 0 < a < S.

On consideére les suites u = (uy, ), v = (v,) définies par : up, vg € R avec ug < vy et pour tout entier n € N,

on a :
Un + vy . Up, + Bop

Un+1 = 1+a ) Un+1 = 113

On pose wy, = v, — uy, (la suite w = v — u)
1. Montrer que w est une suite géométrique. Soit ¢ sa raison. Exprimer ¢ en fonction de « et
2. Vérifier que 0 < g < 1, en déduire que la suite w est convergente et donner sa limite
3. En déduire que Vn € N,  u, < v,
4

. Montrer que les suites u et v sont adjacentes.

On note L la limite commune & u et v . Posonsa =1+ a et b=a(1+ f)

ot

Vérifier que la suite au + bv est constante

6. Calculer alors L en fonction de «a, 8, ug et vy
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Exercice 3

NB : Les questions 1. et 2. sont préliminaires et peuvent étre utilisées dans la suite de ’exercice

1. Soit u = (u,) une suite a valeurs dans Z (VYn € N,u, € Z). On suppose que u converge vers
un réel /.
Montrer que la suite u est stationnaire et que sa limite £ appartient a Z.
(Indication : on pourra revenir a la définition de la convergence en prenant par exemple ¢ = é)
2. Soit v = (vy,) une suite réelle positive, on suppose que v ne tend pas vers +oo
(a) Montrer que v admet une sous-suite bornée
(b) En déduire que v admet une sous-suite convergente
Soit x un réel positif, on suppose qu'il est irrationnel (z € Ry\Q). Soit (ry,) = (pn) une suite
de rationnels qui converge vers x (Vn € N, p,, et g, € N¥) !
3. Supposons que la suite (g,) ne tend pas vers 400
(a) Montrer qu’il existe une sous-suite de (gy) : (q(p(n)) convergente, soit ¢ sa limite

(b) Montrer que (q¢(n)) est stationnaire et ¢ € N*

(c) En écrivant p, = @g,r, , montrer que (pg,(n)) est convergente et par la suite qu’elle est

stationnaire et que sa limite p € N*
(d) Montrer que la suite (rw(n)) est stationnaire et donner sa limite, aboutir & une contradiction

4. Montrer alors que lim ¢, = +o0 et lim p,, = 400
“+o0o “+o0o
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