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Exercice 1 :

1. Il suffit de montrer que ∀u, u′ ∈ R3, ∀λ ∈ R, f
(
u+ λu

′
)
= f (u) + λf

(
u

′
)

2. u = (x, y, z) ∈ ker f ⇔ f(u) = 0 ⇔


x+ y + z = 0

x+ z = 0

−x+ y + z = 0

⇔


y = 0

x+ z = 0

−x+ z = 0

⇔


y = 0

z = 0

x = 0

Donc ker f = {(0, 0, 0)}
Im (f) =

{
v ∈ R3, ∃v ∈ R3, v = f(u)

}
Si v = (a, b, c) ; u = (x, y, z) , v = f(u) ⇔


x+ y + z = a

x+ z = b

−x+ y + z = c

⇔


y = a− b

x+ z = b

−x+ y + z = c

⇔


y = a− b

2z = b+ c− y

x+ z = b

⇔


y = a− b

z =
1

2
(b+ c− a+ b)

x = b− z

⇔


y = a− b

z = −a

2
+ b+

c

2

x =
a

2
− c

2
Donc Im(f) = R3

3. ker (f) = {OR3} ; Im (f) = R3. Donc f est un automorphisme.
f−1 : R3 −→ R3

(a, b, c) 7→
(a
2
− c

2
, a− b,−a

2
+ b+

c

2

)
Exercice 2 :

Partie I :

1. On a : x ∈ F, x /∈ F
′
, et x

′
/∈ F, x

′ ∈ F
′ . Soit u = x+ x

′ . Montrons que u /∈ F, u /∈ F
′

Supposons u ∈ F . Comme x ∈ F, u− x ∈ F ⇒ x
′ ∈ F (absurde)

De même, supposons u ∈ F
′ , on a x

′ ∈ F , donc u− x
′ ∈ F

′ ⇒ x ∈ F
′

(absurde)

Ainsi, u /∈ F et u /∈ F
′

2. (a) H, H
′ hyperplans. Supposons H ⊂ H

′ et montrons que H = H
′

dimH = dimE − 1 = n− 1 et dimH
′
= n− 1 =⇒ dimH = dimH

′

Ainsi H = H
′

(b) Soit x /∈ H. Montrons que E = H ⊕ vect(x)
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◦ H ∩ vect(x) = {0}

Soit y ∈ H ∩ vect(x) =⇒

y ∈ H

y ∈ vect(x)
Montrons que y = 0

Supposons y 6= 0, y = αx avec α 6= 0 ⇒ x =
1

α
y ∈ H (absurde)

◦ D’après la définition d’un hyperplan, ∃H ′ hyperplan tq E = H
′ ⊕ vect(x). Montrons que

H = H
′

Soit

h ∈ H

h 6= 0
alors h /∈ vect(x) ⇒ h ∈ H

′

Ainsi H ⊂ H
′
, D’où, d’après (a) , H = H

′

Conclusion E = H ⊕ vect(x)

(c) H 6= H
′ ⇒

H ( H
′

H ( H
Donc

∃x ∈ H, x /∈ H
′

∃x′
/∈ H, x

′ ∈ H
′

(d) u = x+ x
′
; D’après 1) u /∈ H, u /∈ H

′

Donc d’après 2.b) E = H ⊕ vect(u) = H
′ ⊕ vect(u)

Partie II :

F = {u = (x, y, z) tq x− y + 2z = 0}

F
′
= {u = (x, y, z) tq x+ 2y − z = 0}

1. (a) u = (x, y, z) ∈ F ⇔ u = (y − 2z, y, z)

= (y, y, 0) + (−2z, 0, z)

= y (1, 1, 0) + z (−2, 0, 1)

= yu1 + zu2

Donc F = vect (u1, u2) avec u1 = (1, 1, 0) , u2 = (−2, 0, 1)

(b) u = (x, y, z) ∈ F ′ ⇔ u = (x, y, x+ 2y)

= (x, 0, x) + (0, y, 2y)

= x (1, 0, 1) + y (0, 1, 2)

Donc F
′
= vect (v1, v2) avec v1 = (1, 0, 1) v2 = (0, 1, 2)

Ainsi dimF = dimF
′
= 2

2. On a F, F
′sont des hyperplans de R3 car dimF = dimF

′
= dimR3 − 1

Si x = u2 alors x ∈ F, x /∈ F
′

Si x′
= v1 alors x

′ ∈ F
′
, x

′
/∈ F

On pose w = x+ x
′ D’après I.2) on a R3 = F

′ ⊕ vect(w) = F ⊕ vect(w)
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