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Exercice 1 :

1. Il suffit de montrer que Vu, v € R?, VA€ R, f (u + /\ul> = f(u)+ Af (u/>

z+y+z2=0 y=20 y=20
2. u=(z,y,2) €kerf & f(u) =0 <Cx+2=0 Sr4+2=0 =< ,=0
—r+y+z2=0 —z+2=0 x=0

Donc ker f = {(0,0,0)}
Im(f)={veR3} ek v=f(u)}

rt+yt+z=a y=a-—2>b
Siv=(a,b,c); u=(z,y,2),v=f(u) e xr+z2=0»> Szx+z=5b
—xr+yt+z=c —r+yt+tz=c
y=a-—2> y=a—> y=a—>
1 a c
<N 22=btc—y < zzi(b+c—a+b) & z:—§+b+5
a” ¢
x—i-zzb x:b—z w:§—§

Donc Im(f) = R3
3. ker (f) = {Ogs}; Im(f) = R3. Donc f est un automorphisme.

f1:R3—R3
(a,b,c) —~ (g — %,a—b,—%—l—b—l—%)
Exercice 2 :
Partie I :

1. Ona:z € F, :U@éF/,et z ¢ F, z eF. Soitu:x—i—x/.MontronsqueugéF, ugéF/
Supposons u € F. Comme z € F,u—z € F =1z € F (absurde)
De méme, supposons u € F,onaz € F,doncu—z € F =z € F (absurde)
Ainsi, u ¢ Fetu¢ F'
2.(a) H, H hyperplans. Supposons H C H et montrons que H = H'
dimH =dimE —1=n—1et dimH =n—1 = dim H = dim H’'
Ainsi H = H’
(b) Soit = ¢ H. Montrons que E = H @ vect(z)
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o H Nwect(x) = {0}

. yeH
Soit y € H Nwvect(x) = Montrons que y =0

y € vect(x)
1
Supposons y #0, y=ax aveca #0=x=—y € H (absurde)
a
o D’aprés la définition d’un hyperplan, 3H hyperplan tq E = H & vect(z). Montrons que
H=H
heH /
Soit alors h ¢ vect(z) = h e H
h#0
Ainsi H ¢ H', D’ou, d’aprés (a), H = H'
Conclusion E = H @ vect(x)

/

, HCH JreH x¢ H
(c) H#H = Donc ) | )
HCH dr ¢ Hx € H

(d) u=a+4a;Dapres 1) ué¢ H, u¢ H
Donc d’aprés 2.b) E = H @ vect(u) = H & vect(u)

Partie II :

F={u=(z,y,2) tq © —y+ 22z =0}
F' ={u=(z,y,2) tqz+2y — z = 0}
l.(a) u=(z,y,2) e Feu=(y—22,y,2)
= (¥,9,0) + (22,0, 2)
=y (1,1,0) + 2 (~2,0,1)
= Yyuj + 2us
Donc F = vect (u1,u2) avec u; = (1,1,0), ug = (—2,0,1)
(b) u=(z,y,2) € F/ & u=(z,y,x + 2y)
= (2,0,2) +(0,y,2y)
=x(1,0,1) +y(0,1,2)
Donc F' = vect (v1,vs) avec v; = (1,0,1) vy = (0,1,2)
Ainsi dim F = dim F' = 2
2. On a F, F'sont des hyperplans de R? car dim F' = dim F' =dimR3 -1
Siz=upalorsz € F, z ¢ F
Siz'=vjalorsz € F,z ¢ F
On pose w = z + 2 D’aprés 1.2) on a R? = F' @ vect(w) = F & vect(w)
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