1% année Correction Examen No. 1 IPEIEM
PC Algebre 2019/2020

Exercice 1

I, |[zty+z=1
(8): Ly smex+(m+1)—mz=1
Ls m?r + (m+ 1)y +m?z =1

z+y+z=1
< Lo« Lo—mlLi Sy—2mz=1—m
Ly Ly—m?Li | (2 4 1)y = 1 — m?
r+z+y=1
4 2mz4+y=1-m
(2m+ 1)y =1-m?
(S) est de Cramer <= —2m # 0 et 2m+1#0

1
e SimeR\ {O, —2} alors (5) est de Cramer, il admet une solution unique

r+z+y=1
1 —m? —m? —1

—2mz+y:1—m = 9mz=1—m — m ::M d’Ol\lZ:L

1 2 2m+1 2m+1 2(2m+1)

. —m
Y= om+1
_ ) ) m—1 1 —m?2 2m2 +3m+1

xr = — Z — = _ —_ e =

Y 20m+1) 2m+1 2(2m + 1)

o, 2m? +3m +1 1 —m? m—1
R 22m+1) '2m+1'22m+1)

e Sim=0

r+y+z=1
r=—z
(S)=<y=1 = {
y:
y=1

(S) admet un infinité de solutions

Sps = {(z,1,—2); z € R}

1
S. - —=
e Sim 5
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Ttytz= r+y+z=1 r+y+z=1

x z 2L
(S) = —§+%+§:1 <~ 4L2 —r+ytz=2 <~ —r+y+z=2
3
S Bt z+y+z=4 Ly~ Ls =L 0=3 (absurde)
Sps =0
Exercice 2 :
rT+y+z=-2 r+y+z=-2
1. (S) x—y—z:(] <= [9<+ Ly— 14 —2y—2z:2
dr+3y+2=-9 L3« Lz — 4L —y—3z=-1
r+yt+z=-2 r+y+z=-2 z=-1
— 2y — 2z =2 = (2y—2z=2 = y=-2

L3<—2L3—L2 4y = —4

Sra = {(-1,-2,1)}
2. PX)= X0+ XP +aX*+bX3 - X%+ cX +1
P(l)=0<=a+b+c=-2
P(X) =6X°+5X* 4+ 4aX3 4+ 3bX? — 2X + ¢
P(1)=0<=6+5+4a+3b—2+c=0c=4a+3b+c=—9

P(-1)=0<=1-14+a-b—-1-c+1=0<=a—-b—c=0

Z:]_ Z:l

a+b+c=-2
P(1)=P(-1)=P'(1)=0<=<ca—-b—c=0
da+3b+c=-9
D’apres (1), a=-1,b=—-2etc=1
3. Soit Q(X) =X+ X5 - X+ -2X3 - X2+ X +1
(a) On remarque que @ est le polynéme P trouvé dans 2) donc Q(1) = Q'(1) = Q(~1) =0
Q(X)=6X%+5X*—4X3 —6X%2-2X +1
Q"(X) =30X*+20X3 —12X2 — 12X — 2
"(1)=30+20-12-12—-2=24+#0
)

Q"(1
Q()=Q'(1)=0

}:> 1 est une racine double de @)

Q'(1)#0
Q(—1)=-6+5+4-6+2+1=0
Q'(-1)=30-20-12+12-2=8#0
Q=1 = Q,:(_l) =0 }:> —1 est une racine double de Q
Q (-1)#0
(b) Mq X? + X + 1 divise Q.
En faisant la division euclidienne de @ par X2 + X + 1 , on trouve

Q=(X*+X+1)(X*-2X%+1)
d’ou (X2 + X+ 1) divise @
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(¢) 1 est une racine double de Q = (X — 1)? divise Q
—1 est une racine double de Q = (X + 1)? divise Q
D’aprés b) (X? + X +1) divise Q

On ajoute a cela le fait que @ est unitaire et de degré 6 et on obtient :
Q=(X-1)>(X+1)*(X?+X +1)

c’est la factorisation de @ dans R[X].
Dans C[X], la factorisation de Q est Q = (X — 1)* (X +1)*(X — ) (X =57

Exercice 3 :
3 1 -2
Soit A = 0 2 0
1 1
Partie I

1. Mq A2—34+21=0

31 =2 31 -2 73 —6
A2020(020(040
11 0 11 0 33 0

7 3 —6 3 —6 2 00 000

A2 -3A+2I= 04 0 |-|lo0o6 o |+[020|=]000

3 3 -2 3 00 2 000

2. A2—3A+2I=0
— A2 _3A4A=-2I
— A(A-3I)=-2]

<:>A<—;(A—3I)> =1

d’out A est inversible et A1 = (A—3I)

_1
2
3. La division euclidienne de X™ par X? —3X + 2 est : X" = (X? - 3X +2)Q + R(X)
avec degR<2=degR<1= R(X)=aX +b
dou X" = (X?-3X+2)Q+aX +b
e PourX=1: 1=04+a+b=a+b=1
e Pour X=2: 2"=0+2a+b=2a+0b=2"
a=2"-1
b=2-2"
dott R(X) = (2" — 1) X + (2 — 27)
4. X" = (X?-3X+2)Q(X)+aX +b = A" = (A% =34+ 21) Q(A) + aA + bl
dou A" =(2"-1)A+(2-2"), VYneN*

=
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Partie 11

Soit B=A—21I

31 =2 2 00 -2

.B=102 0 |-]020]|= 0 0

11 0 00 2 -2

11 -2 11 -2 -1 -1 2
B2=]100 0 00 0 |=] 0 0 0]|=-B

—2 11 =2 -1 -1 2

2. Montrons par récurrence que B" = (—1)""' Bvn € N*
n=1: B = (—1)2?B vrai
Supposons B" = (—1)""' B. Montrons que B"! = (—1)"** B
B"! = B"B = (-1)""'B.B = (-1)"*! B? = (-1)"*!}(-B) = (-1)"**B
Conclusion : Vn € N* B" = (—-1)"*'B
3. B=A-2—= A=B+2] —=A"=(B+2I)"
B et 21 commutent donc on peut appliquer la formule du binéme :

n n n
Ar =3 ChBF (2D F=Y" CkBronk = 0OBO2" 4 Y CkBRonk
k=0 k=0 k=1
or B¥ = (-1)F1B, Vk > 1
n
d'ott A" = 2" [+ Y Ok (—1)"! Bon—h
k=1

— o] + <z Ck (—1)F+1 2n—k) B
k=1

— "] — (an ck (—1)’“2"k> B
k=1

=] — <Z Ck(—1)kon—k — 00 (—1)° 2") B
k=0

=9 — (-1+2)"B+2"B

=]+ (2" — 1) B =2"1 + (2" — 1) (A — 2I)

=] +2"A 22" 4+2] — A

=(2-2")T+(2"—1)A, VneN*

Partie 111
1 01
P=11 20
111
1 1 0 0
.P=]1 20 10
1 0 0 1
1 1
Lo+ Lo— L4 0 2 -1 -1 1
Ls<+ Ls— 1L, 01 0 -1
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1 0 1 1 0 0

0 2 -1 -1 1
L3+ 2L3— Ly 0 0 1 -1 -1 2
rg P =3 = P est inversible
Ly« L;— L3 1 00 2 1 =2
Lo+ Ly+ L3 ( 0 20 -2 0
0 01 -1 -1 2
100 2 -2
LQ%%M 0 1 o) -1 0 1 |[=pP"!
0 01 -1 -1 2
2. D=P AP
2 1 =2 31 =2 1 01
=1 -1 0 02 0 1 20
-1 -1 2 11 0 111
4 2 -4 10 2 00
=1 -2 0 1 20 |=10220
-1 -1 2 111 0 01
2" 0 0
3. Vne ND" = 0 2" 0
0 0 1

4. D=P'AP = A= PDP!
Mq Vn € N* A" = pD"P~1
n =1 vrai
Supposons que A" = PD"P~! et Mq A"t! = ppntip—1
Artl = AnA = ppnp~L.PDP~! = PD"DP~! = ppntip-l
Dot Vn € N* A" = ppD"pP~!

1 0 1 2" 0 0 2 1 =2
5 A=11 2 0 0 27 0 -1 0
11 1 0 0 1 -1 -1 2
n 0 1 2 1 =2 ontl 1 o 1 —ontl 4 9
=] 2n ontl -1 0 1 = = 0 2" 0
onon -1 -1 2 on 1 on 1 2 9n
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