Chapitre 9

Fonctions vectorielles, arcs paramétrés

(version mise a jour le 20 juin 2020)
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Dans ce chapitre, on considere des fonctions définies sur un intervalle I et a valeurs dans R", avec n > 1.
On étudie donc des fonctions vectorielles d’une variable réelle.
Une telle fonction f: I — R™ est définie par ses fonctions composantes f;: I — R, pour 1 <i < n:

vtel, f(t) = (f(t), L(0). ... f(8)

L’espace vectoriel R™ est muni d’une norme quelconque, notée u — |Jul|.

Interprétation cinématique : si n = 2 ou n = 3, on pourra interpréter la fonction ¢ — f(¢) comme la
trajectoire d’un point M (t) = (x(t),y(t)) ou M (t) = (z(t), y(t), 2(t)) du plan ou de 'espace.

Selon le contexte, on parlera de vecteurs f(t) ou de points M(t) pour désigner les éléments de R™.

Rappel : (proposition 5.4.2) pour tout réel t, adhérent de I et pour tout vecteur ¢ = (¢1,0s,...,0,) :
tlgg ft) =0 < (Vz € [1,n], tlgg fi(t) = Ei)

Pour tout ce qui se rapporte aux limites et a la continuité des fonctions vectorielles, on est ici dans un

cas particulier des notions évoquées dans le chapitre 5 dans le cadre des fonctions entre deux espaces

vectoriels normés de dimension finie. On se reportera plus particulierement aux sections 5.4 et 5.5.

En revanche, les notions relatives a la dérivabilité n’ont de sens (comme on va le voir ici) que pour les
fonctions d'une variable réelle (et a valeurs dans un espace vectoriel normé E de dimension finie : pour
simplifier, le programme se limite a £ = R"™).
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9.1 Opérations sur les fonctions dérivables Chapitre 9 : Fonctions vectorielles

9.1 Dérivabilité et opérations sur les fonctions dérivables

9.1.1 Dérivabilité en un point, sur un intervalle

Définition 9.1.1 (taux d’accroissement entre deux points de 1)

Soit f: I — R, et soit ¢y un élément de I.

f(t) = f(to)
[

— W

Pour tout t # ty, le vecteur Ty(to,t) = est appelé tauzr d’accroissement de f entre tg et t.

La fonction t — T'(to, t), définie sur I\{to}, est a valeurs dans R™. Posons f(t) = (fl (t), fa(t), ..., fn(t)>.

f(t) — f(to) _ (fl(t) — fi(to) fa(t) = falto) fult) — fn(t0)>_

Alors, pour t € I\ {to} : Ty(to,t) = r— P r—

Autrement dit : Vt € I\ {to} : T¢(to,t) = <Tf1 (to, 1), Ty, (to, 1), - .. ,Tfn(to,t)>.

Les composantes de T(to,t) sont donc les taux d’accroissement T, (tp,t) des composantes f; de f.

Définition 9.1.2 (développement limité d’ordre un en un point)
Soit f: I — R™, et soit £y un élément de I. On dit que f admet un développement limité d’ordre un au
point ¢y s’il existe un vecteur ¢ et une fonction vectorielle t — &(t) tels que :

Ve L, f(t) = flto) + (t — to)l + (t — to)e(t), avec lim e(t) = T

Un tel développement limité, s’il existe, est unique.

Supposons en effet 1'existence des vecteurs (1, f2 dans R™ et des fonctions vectorielles t — €1 (t) et t — e2(t)

tels que : Vt € I, {f(t) IR , avec lim e1(t) = lim e9(t) = 0.

f(t) = f(to) + (t —to)la + (t — to)ea(t) t=to e
Alors, pour tout ¢t # tg de I, on trouve : {1 + 1(t) = ly + ea(t).
Il en résulte ¢1 = ¢5 quand t — ¢ (puis finalement €1 (t) = e2(t) pour tout t). O

On note encore : f(t) = f(to) + (t — to)f + o(t — to) (attention, c’est un « petit o » vectoriel).

Si on pose ¢ = ({1,0s,...,0y,), il est clair qu’on a l'équivalence entre l'existence d’un développement
limité pour f d’une part, et pour chacune de ses composantes f; d’autre part :

f(t) = f(to) +(t —to)l +o(t —ty) < (Vi € [1,n], fi(t) = fi(to) + (t —to)li + oft — to))

f(t) = (f1<t>7 fQ(t)7 ceey fn(t)) -
En effet, notons ¢ £(t) = (e1(t), e2(t), ..., en(t)) . Alors lime(t) = 0 < Vie [1,n], lim e(t) = 0.
0= (b1, b2 ..y 0) T o

Et enfin : f(t) = f(to) + (t —to)l +e(t —to) < (Vi€ [L,n], fi(t) = filto) + (¢ —to)li +ei(t —to)) O

In(1 —¢) 0 -1
Par exemple : si f(t) = | cos(t) |,le DL de fen0sécrit f(t)=|1|+t| O | +o(t).
sin(t) 0 1
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9.1 Opérations sur les fonctions dérivables Chapitre 9 : Fonctions vectorielles

Proposition 9.1.1 (dérivabilité d’une fonction vectorielle en un point)

Soit f: I — R"™, et soit ty un élément de I. Soit ¢ un vecteur de R™.

Les conditions suitvantes sont équivalentes :

£(t) = f(to)
t—t,

— en to, la fonction f admet le développement limité : f(t) = f(to) + (t — to)l + o(t — to)

— la fonction t — Ty(to,t) = est prolongeable par continuité par la valeur £ en tg.

Si elles sont réunies, on dit que f est dérivable en ty et on note f'(ty) = € (vecteur dérivé de f en ty).
Remarque évidente : si f : [ — R" est dérivable en tq (ou plus généralement sur I) elle y est continue.

Proposition 9.1.2 (dérivabilité et fonctions composantes)

Soit f: I — R™, soit ty un élément de I, et soit £ = ({1,0s, ..., L,) un vecteur de R™.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

— la fonction f est dérivable en to, avec f'(ty) = ¢

— les fonctions composantes f; de f sont dérivables en to, avec fl(ty) = ¢;

En cas de dérivabilité en t(, on pourra donc écrire : f’(ty) = (f{ (to), fi(to), .-, f{l(to)).
Posons f(t) = (f1(t), fo(t), ..., fu(t)) et £ = (L1, Lo, ..., Ly).
On sait que : Vt € I\ {to} : Tf(tUat) = f(ti : {O(tO) - <f1(ti : 7{01(750)7 f2(ti : {02(%) IR fn(t?& : I{ZL(tO))’
Dans ces conditions : lim Jt) = /o) =( < Vie[l,n], lim filt) = filto) =Y.
i>ty  t—tp t—to t—to
En d’autres termes : f'(tg) =¢ < Vi e [1,n], f/(to) = . O
In(1— ) 1__175
Par exemple : si f(t) = | cos(t) |, alors, pour tout t < 1, on a f'(t) = | _ sin()
sin(t) cos(?)

> Interprétation géométrique et cinématique
Soit f: I — R™, dérivable en ty. On note indifféremment f(¢) ou M (t).
— ) :
Si f'(tg) # 0, il existe un intervalle ouvert centré en ty et sur lequel f(t) # f(tg) si t # t.

f(t) — f(to) y

Le vecteur Ty(tp,t) = —
— to
« corde » Dy passant par M (to) et M(t).

L’hypothese f'(ty) # [ implique que, quand ¢ — tg, 5
la « limite » de la droite D; est la droite A (passant -
par M, dirigée par f'(ty)). Cette droite A est appelée ,
tangente en M (ty) a la trajectoire t — M(t).

dirige alors la

Quant au vecteur f'(tg) (ou M'(ty)), il représente le ]
« vecteur vitesse » de M (t) « a l'instant ¢t = tq ». O
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9.1 Opérations sur les fonctions dérivables Chapitre 9 : Fonctions vectorielles

Le cas f'(ty) = v signifie que la vitesse de M (t) s’annule a l'instant ¢, : cela ne veut pas dire pour
autant que le point M (t) s’arréte dans son mouvement (penser a un choc parfait, par exemple). Dans
ce cas, il faut trouver autre chose pour diriger la tangente a la trajectoire en M (ty) (et par exemple le
vecteur accélération M"(ty) dont on reparlera plus loin).

> Applications a valeurs matricielles

On peut identifier les espaces M,, ,(R) et R™ (par identification des bases canoniques).
Les fonctions A: I — M,, ,(R) sont alors des cas particuliers d’applications vectorielles.
Une telle fonction ¢ — A(t) est caractérisée par ses np fonctions composantes : Vit € I, [A(t)];; = a; ;(%).
La encore, dire que la fonction A est dérivable en tg, c’est dire que ses composantes le sont.
Pour tous indices 4, j, le coefficient d’indice i, j de la matrice A'(ty) est alors a; ;(to).

. _ [cos(#) —sin(6) s [—sin(8) —cos(8)) ( 7T>
Par exemple, si R(0) = (sin(Q) cos(f) )’ ona R'(0) = cos(0) —sin(0)) = R0+ 5 )
Définition 9.1.3 (dérivabilité sur un intervalle)
Soit f : I — R™ une fonction vectorielle.
On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.

Cela permet de définir la fonction vectorielle dérivée f': I — R”™.
Le résultat suivant est une généralisation évidente de la proposition 9.1.2

Proposition 9.1.3 (dérivabilité sur un intervalle et fonctions composantes)
Soit f: I — R™. Posons f(t) = (fl(t),fg(t), ...,fn(t)).

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

— la fonction f est dérivable sur I.

— les fonctions composantes f; de f sont dérivables sur I.

Dans ce cas, on a alors : Nt e I, f'(t) = (f{(t),fé(t), . ,f,’l(t))

9.1.2 Opérations sur les fonctions vectorielles dérivables

Les propositions suivantes sont exprimées en termes de fonctions vectorielles dérivables sur un intervalle,
mais on peut bien siir les écrire avec des hypotheses de dérivabilité en un point.

Proposition 9.1.4 (combinaison linéaire de fonctions vectorielles dérivables)

Soit f et g définies sur I a valeurs dans R™, toutes deux dérivables sur I.

Pour tous réels a, 3, la fonction h = af + Bg est dérivable sur I et on a : h' = af + (4.
Fixons tg dans I. Pour ¢ dans I \ {¢g}, on a :

h(t) — h(t t)— (¢t t)—g(t
Th(to,t): () (0) :Oéf(> f( 0) _1_69() g( 0) :an@O»t)"*'BTg(tO»t)
t—to t—to t—to
Légalité h'(to) = af'(to) + B9’ (to) en résulte quand ¢t — tg, et ceci pour tout ¢y de I. O

Ce résultat s’étend a une combinaison linéaire quelconque de fonctions dérivables sur 1.

L’ensemble des fonctions dérivables de I dans R™ est donc muni d’'une structure de R-espace vectoriel.
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Proposition 9.1.5 (dérivabilité de f o ¢, ou ¢ est réelle et f vectorielle)

Soit I, J deuz intervalles de R. Soit p: I — R, avec o(I) C J.

Soit f: J — R™. On peut donc définir la fonction vectorielle f o p: [ — R".

On suppose que @ est dérivable sur I, et que f est dérivable sur I.

Alors f o est dérivable sur I et on a l’égalité : (fop) =¢ - (fop)

(Ici Uexpression ¢’ - (f o) est le produit de la fonction réelle ¢’ et de la fonction vectorielle fop).
On fixe tp dans I. On a établir 1'égalité (f o ¢)'(to) = ¢'(to) f (¢ (to))-

t)) — t . .

Pour t € I, posons (1) = Ty(ip(to). (1) = X =T 55 (t) 2 o) et 0(2) = 1o (10)) sinon.
Ainsi définie, I'application v : I — R™ est continue, notamment en ¢y (avec 1 (tg) = f'(p(to)))-

fle(t) = flp(to)) _ @(t) — o(to)

Pour t # tp,on a: — =y ¥ (t) (dans les deux cas : (t) = ¢(tg) ou p(t) # ¢(to)).
— o — Lo
Quand t — tg, on a alors par continuité : tlir? f((p(t)i — f(gp(to)) = @ (to)(to) = & (to) f'(p(to)).
—to — 10
Autrement dit (f o ) (to) = ¢'(to)f (p(to)), pour tout to de I. O

Proposition 9.1.6 (dérivabilité de Lo f, ou f est vectorielle et ou L est linéaire)
Soit f: I — R™. Soit L une application linéaire de R™ dans RP.
On définit la fonction vectorielle g=Lof: I — RP par : ¥t € I, g(t) = L(f(t)).

Si f est dérivable sur I, alors g est dérivable sur I et on a ’égalité : ¢’ = Lo f’.
Notons (e;)1<i<n la base canonique de R™. Pour tout ¢ de I, posons f(t) Z fi(t)

Pour t € I, on a g(t) = Z fi(t) , et chacune des fonctions fl I — R est dérivable sur I.

Ainsi, par combinaison linéaire, g = L o f est dérivable sur I et : ¢/( Z fit) L(f'(t)). O

Par exemple si ¢t — A(t) est dérivable de I dans M, (R) :
— la fonction t — p(t) = tr(A(t)) est dérivable sur [ et : YVt € I, ¢'(t) = tr(A'(t));
on peut donc écrire, de fagon plus concise : (tr(A))" = tr(A’)
~ lafonction t — B(t) = A(t)" est dérivable sur I et : Vt € I, B'(t) = (4'(t))", ouencore : (AT)" = (A)"

Proposition 9.1.7 (dérivabilité de B(f,g), ou f, g sont vectorielles et ot B est bilinéaire)

Soit f: I —R" et g: I - RP. Soit B: R" x R? — RY une application bilinéaire.

On définit la fonction vectorielle h= B(f,g): I — R? par : ¥Vt € I, h(t) = B(f(t),g(t)).

Si f et g sont dérivables sur I, alors h est dérivable sur I et on a 'égalité : h' = B(f’,g) + B(f,¢).

Notons (ei)1<i<n et (€j)1<j<p les bases canoniques de R"™ et de R?.
Posons f(t) ZfZ ei et g(t Zgj )ej, donc f'(t) Zf (t)e; et ¢'( Zg]

n n

Par bilinéarité, et pour tout ¢ de I, on a h(t) = B(f(t),g(t)) = szl )g;(t)B(es, ;).
i=1j=1

Chacune des fonctions f;: I —+ R et g;: J — R est dérivable sur 1.
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Ainsi, par combinaison linéaire, h = B(f, g) est dérivable sur I et :
n n

_ ZZ (fi(t)g; (1) Bles i) =3 D (fI(£)g;(t) + fi(t)g;(t)) Bles, <))
i=1j=1 i=1j=1

=SS A0 (0 Blenzs) + 303 g (0 Bleis25) = BU(1), 9(8) + BU(1), /(1)) O
i=1j=1 i=1j=1

On va maintenant voir quatre illustrations usuelles de la proposition précédente.

> Produit d’une fonction scalaire dérivable par une fonction vectorielle dérivable

Soit p: I = Ret f: I — R", toutes deux dérivables sur I.
Alors la fonction produit ¢f est dérivable sur I et (¢f) = ¢'f + of'.

> Produit scalaire de deux fonctions vectorielles dérivables

On munit R™ d’un produit scalaire (par exemple le produit scalaire canonique).
Soit f: I — R™ et g: I — R"™, toutes deux dérivables sur I.
On définit I'application ¢ = (f | g) : I = R par : Vt € I, p(t) = (f(t) | g(t)).

Alors la fonction ¢ est dérivable sur I et ona: ¢ = (f' | g)+ (f|d). ar

mal

Cas particulier : si f ne s’annule pas sur I, alors || f|| est dérivable sur I et on a : ||f]| =

> Déterminant de deux fonctions dérivables de I dans R?

On munit R? d'une base B quelconque .

Soit f: I — R? et g: I — R2, toutes deux dérivables sur I.

On définit 'application ¢ = detg(f,g): I — R par : Vt € I, p(t) = dets(f(t),g(t)).
Alors la fonction ¢ est dérivable sur [ et on a : ¢’ = detg(f’, g) + dets(f, ¢').

> Produit vectoriel de deux fonctions dérivables de I dans R?

On suppose ici que R? est orienté (la base canonique est orthonormée directe).
Soit f: I — R3 et g: I — R3, toutes deux dérivables sur I.

On définit 'application h = f Ag : I — R par: Vte I, p(t) = f(t) A g(t).
Alors la fonction h est dérivable sur I et ona: h'= f'Ag+ fAg.

> Complément : dérivée de la composée par une fonction multilinéaire

Ce qui a été dit sur la dérivée de B(f,g), avec B bilinéaire, s’étend facilement.

Si f, g, h sont vectorielles dérivables et T est trilinéaire, alors (avec des notations évidentes) la dérivée
de la fonction T'(f, g, h) est la somme T'(f', g, h) +T(f, ¢, h) +T(f,g,}).

Par exemple, avec le produit mixte de fonctions I — R : [f, g,h] = [f',g,h] + [f, ¢, h] + [f, g, W]
Autre exemple, si A: I — M,(R), et si on note B;(t) la matrice obtenue en dérivant la i-éme colonne

de A(t) (et en conservant toutes les autres), alors (det Alt ) Zdet
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9.2 Fonctions de classe "

9.2.1 Fonctions de classe ©*

Définition 9.2.1 (fonctions dérivées successives d’une fonction vectorielle)

Soit f : I — R™ une fonction vectorielle.
On pose f© = f. Soit k dans N. Si f® est définie et dérivable sur I, on pose f*+D = ( f<'f>)'.

Sous réserve de son existence, on dit que la fonction vectorielle f*) est la fonction dérivée k-ieme de f.

Définition 9.2.2 (fonctions vectorielles de classe CF)

Soit f : I — R™ une fonction vectorielle.

Soit k dans N. On dit que f est de classe CF sur I si f*) existe sur I et si elle y est continue.
On dit que f est de classe C® sur I si f*) existe pour tout k de N.

Proposition 9.2.1 (caractére CF et applications composantes)

Soit f: I — R™ une fonction vectorielle, et soit f1,..., f, ses applications composantes.

Soit k dans NU {+o00}.

La fonction f est de classe C* si seulement si les f; sont elles-mémes de classe CF.

On a alors, pour tout t de I : f®(t) = (fl(k) (1), Fo (), ..., f® (t))

Ainsi les composantes de la dérivée k-iéme de [ sont les dérivées k-iemes des composantes de f.

| C’est une conséquence facile de la propriété 9.1.3, par récurrence sur Ientier k. O

Dans l'interprétation cinématique (c’est-a-dire si f(t) désigne la position d’un point mobile M (t) a
I'instant t), le vecteur f”(t) (ou encore M"(t)) est appelé vecteur accélération a I'instant ¢.

9.2.2 Opérations sur les fonctions de classe C*

Les propriétés déja énoncées en termes de fonctions dérivables s’étendent aux fonctions de classe C.

Proposition 9.2.2 (combinaison linéaire de fonctions vectorielles de classe C¥)
Soit f et g définies sur I & valeurs dans R", toutes deux de classe CF sur I.
Pour tous réels o, 3, la fonction h = of + Bg est de classe CF sur I et on a : h¥) = o f®) 4 Bg*),

| C’est une conséquence facile de la proposition 9.1.4, par récurrence sur k. O

Ce résultat s’étend a une combinaison linéaire quelconque de fonctions vectorielles dérivables sur I.

L’ensemble des fonctions de classe C¥ sur I & valeurs dans R” est donc un R-espace vectoriel.

Proposition 9.2.3 (caractére €F de Lo f, ol f est vectorielle et ou L est linéaire)
Soit f: I — R™. Soit L une application linéaire de R™ dans RP.

On définit la fonction vectorielle g=Lof: I — RP par : ¥Vt € I, g(t) = L(f(t)).
Si f est de classe C* sur I, alors g est de classe CF sur I et on a : g™ = Lo f*),
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| C’est une généralisation facile de la proposition 9.1.6, par récurrence sur k. O

Par exemple si t — A(t) est de classe € de I dans M, (R) :
— la fonction t + tr(A(t)) est de classe €F sur I et on a : (tr(A4))® = tr(A®)

~ la fonction t — A(t)" est de classe €% sur I et on a : (AT)®) = (A(":))T

Proposition 9.2.4 (caractére CF de B(f,g), ou f, g sont vectorielles et oit B est bilinéaire)

Soit f: I —R", et g: I = RP. Soit B: R" x R? — RY une application bilinéaire.

On définit la fonction vectorielle h= B(f,g): I — R? par : VYVt € I, h(t) = B(f(t),g(t)).

Si f et g sont de classe C* sur I, alors h est de classe C* sur I.
On procede par récurrence sur ’entier k.
La propriété est vraie si k = 0 : en effet, si f et g sont continues sur I, alors B(f, g) est continue sur I
(cette propriété releve du chapitre « Espaces vectoriels normés de dimension finie »).

On suppose que la propriété est vraie au rang k, avec k dans N.

On se donne f et g de classe ! sur I. En particulier f et g sont dérivables. Il en résulte (cf prop.9.1.7)
que h = B(f,g) est dérivable sur I et que : ' = B(f’,g) + B(f,¢').

Mais f, g, f,¢" sont C*. Il en découle (par hypotheése de récurrence et somme) que h' est CF donc que
h = B(f,g) est @Ft+L. Cela prouve la propriété au rang k + 1 et achéve la récurrence. ([l

Conséquence : si p: I — Rest C¥ et si f: I — R™ est C, alors leur produit ¢f est CF.

Proposition 9.2.5 (caractére CF de f o ¢, ot ¢ est réelle et f vectorielle)

Soit I, J deuz intervalles de R. Soit p: I — R, avec o(I) C J.

Soit f: J — R™. On peut donc définir la fonction vectorielle f o p: [ — R".

Si ¢ est de classe CF sur I, et si f est de classe CF sur J, alors f o ¢ est de classe CF sur I.
On procede par récurrence sur 'entier k.

La propriété est vraie si k = 0 : en effet, si ¢ est continue sur I (a valeurs dans J) et si f est continue sur
J (& valeurs dans R™), alors f o ¢ est continue sur I (cette propriété de conservation de la continuité par
composition releve du chapitre « Espaces vectoriels normés de dimension finie »).

On suppose que la propriété est vraie au rang k, avec k dans N.

On se donne ¢, de classe C¥T! sur I (a valeurs dans J), et f: J — R” de classe C**1. En particulier f et
¢ sont dérivables. Il en résulte (cf prop. 9.1.5) que f o ¢ est dérivable sur I et que : (f o) = ¢ (f o).

Mais f’, ¢, ¢’ sont de classe C*. Il en découle (par hypothese de récurrence et par produit d'une fonction
scalaire et d’une fonction vectorielle) que (f o )’ est de classe C* donc que f o ¢ est de classe C*+1. Cela
prouve la propriété au rang k + 1 et achéve la récurrence. O

Attention, le calcul des dérivées successives de f o ¢ se complique assez vite !

Par exemple : (f 0 9)" = (¢ (f'09)) = &' (f'op) + ()~ (f"o9).

Avec l'interprétation cinématique, posons M (t) plutot que f(t), et N(t) = M(p(t)).

Si le point mobile N (t) passe en A a U'instant g, le point M (t) y passe a U'instant ¢(to).

— d’une part N'(t) = ¢'(t) M'(p(t)) (les vecteurs vitesse au passage en A sont proportionnels)

— d’autre part N”(t) = " (t)M'(p(t)) + (¢ )>M"(¢(t)) : le vecteur accélération du point mobile N lors
de son passage en A est donc une combinaison linéaire des vecteurs vitesse et accélération du point
mobile M lors de son passage en A.
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Compléments .

~ Avec les notations ci-dessus, on a : A =)~ (?)B (fE=D gy (c’est la formule de Leibniz).
=0
Cette formule se devine assez bien en partant de (B(f,g)) = B(f’,9) + B(f,¢).
En effet B(f,9)" = (B(f",9)) + (B(f,9")) = B(f",9) + 2B(f",¢') + B(f. "), et ainsi de suite.

— Cela s’applique notamment au cas du produit d’une fonction réelle ¢ par une fonction vectorielle f.

On aeffet (of) =@ f+of et (of) =" f+20f + pf”, et ainsi de suite.

— On peut également appliquer cette idée au produit de deux fonctions matricielles.
Avec A: I - M, ,(K) et B: I — M, ,(K), on dispose en effet de la fonction AB: I — M, ,(K).
Alors : (AB) = A'B+ AB' et (AB)" = A”B + 2A'B’ + AB” etc. (conserver l'ordre des produits!).
Attention ! avec A: T — M, (K), on a (A%) = A’A+AA’ (qui ne vaut 2A’A que si A et A’ commutent !)

9.3 Arcs paramétrés

9.3.1 Arcs paramétrés de classe C*

Définition 9.3.1 (arc paramétré de classe C¥)

On appelle arc paramétré du plan la donnée (I, f) d’un intervalle I et d'une fonction f: I — R2
On définit de méme la notion d’arc paramétré de l’espace R3.

On dit que I'arc (I, f) est de classe CF si la fonction f est de classe CF sur I.

On utilise volontiers l'interprétration cinématique, qui conduit & noter M(t) plutdét que f(t), et a
considérer que M (t) est la position a 'instant ¢ d'un point mobile M du plan ou de 'espace.

L’ensemble f(I) = {M(t),t € 1} des positions M (t) est appelé le support de 'arc paramétré (I, f), ou
encore la trajectoire ou le lieu des points M (t) quand ¢ décrit 1.

Remarques

— On notera souvent M (t) = (z(t),y(t)), ou M(t) = (z(t),y(t), z(t)).
Se donner l'arc t — M (t), c’est se donner les fonctions numériques ¢ — x(t), t — y(t), t — 2(t).
Cet arc est de classe CF si les fonctions ¢ +— x(t), t — y(t) et t — 2(t) sont de classe C.
On notera alors, pour tout ¢ de I : M®)(¢) = (20 (¢),y®) (1)), ou MP) () = (2®)(2),y®)(¢), 2% (2)).
On dit que M'(t) et M"(t) sont le vecteur vitesse et le vecteur accélération a I'instant ¢.
Dans la suite, on considérera toujours des arcs de classe CF, avec k « suffisamment » grand.

— On ne confondra pas un arc paramétré (la donnée d'une fonction définie sur un intervalle I') avec le
support (qui n’est que I'ensemble image de cette fonction).
Par exemple, les arcs paramétrés définis sur R par M(t) = (cos(t),sin(t)) et N(t) = (cos(2t),sin(2t))
sont distincts, bien qu’ils aient le méme support (le cercle de centre 0 et de rayon 1).
Pour autant, on dira souvent « tracer un arc » plutét que « tracer le support d’un arc ».

Définition 9.3.2 (point régulier d'un arc paramétré)

Soit ¢ — M (t) un arc paramétré de classe C*, avec k > 1.

. " . L . —
Soit ¢ty un élément de I. On dit que M (tg) est un point régulier de 'arc si M'(ty) # 0.
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Il s’agit 1& d’un abus de langage : ce qu’on appelle point régulier, c’est la position M (ty) du point M a
I'instant to ajoutée au fait que le vecteur vitesse M'(to) & cet instant précis est non nul.

Complément de terminologie : si M'(ty) = 0 (c’est-a-dire si le point M () n’est pas régulier!) on parle
de point singulier, ou encore stationnaire. Dans le cas d'un arc de classe C* avec k& > 2, on dit que
M (to) est birégulier si les vecteurs M’(ty) et M" (o) sont linéairement indépendants.

Définition 9.3.3 (tangente en un point régulier)
Soit ¢ — M (t) un arc paramétré de classe C*, avec k > 1.
On suppose que M () est un point régulier de cet arc.

La droite passant par M (tg) et dirigée par M'(ty) est appelée tangente a I’arc au point M ().

Il s’agit la aussi d’'une commodité de vocabulaire, car on mélange des notions purement géométriques
et des propriétés relatives a la dérivabilité de la fonction vectorielle t — M(t).

On 'a vu, la tangente a l’arc au point M (t,) est la position limite, quand ¢ tend vers t,, de la corde qui
passe par le point fixe M(ty) et le point variable M (t).

> Equation de la tangente en un point régulier d’un arc du plan

On note (X, Y) les coordonnées d’un point quelconque du plan, pour éviter toute ambiguité de notation
avec les coordonnées x(t), y(t) du point courant M (t) de I'arc paramétré étudié.

Soit M (t) un point régulier de 'arc ¢ — M (t) du plan R

/
, . X — I(to) ZE’(to) X I(to) .7) <t0)
L’équation de la tangente en M (ty) est , =0, ou encore : Y y(ty) ¥/ (to)| = 0.

> Normale & un arc en un point régulier d’un arc du plan

Si T est la tangente a ’arc au point régulier M (y), on peut également définir la « normale a I’arc » en
M (ty), c’est-a-dire la perpendiculaite Ny au point M(¢y) a la droite Ty.

Une équation de cette normale est (X — x(tg))2'(to) + (Y — y(t0))y'(to) = 0.

9.3.2 Longueur d’un arc paramétré de classe C!

Dans les propositions suivantes, le plan R? est muni de sa norme euclidienne.

Définition 9.3.4 (ligne polygonale inscrite dans un arc)

Soit t — M (t) un arc paramétré continu, défini sur un segment [a, b].

On dit ici que les points A = M(a) et B = M(b) sont les extrémités de l'arc.

Soit 0 = {tp =a <t; <--- <t, = b} une subdivision du segment [a, b].

Les points M (ty) = A, M (t1), ..., M(t,—1), M(t,) = B forment une ligne polygonale inscrite dans l'arc.

n—1
—_
La quantité L, = Y || My M| est appelé longueur de cette ligne polygonale.
k=0

Définition 9.3.5 (notion d’arc continu rectifiable)

Soit ¢ — M(t) un arc paramétré continu, défini sur un segment [a, b].
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On dit que 'arc est rectifiable si les longueurs L, des lignes polygonales inscrites sont majorées.
On appelle alors longueur de I'arc la quantité L = sup(L,).

Ici la borne supérieure est prise sur I'ensemble des longueurs des lignes polygonales inscrites.

Proposition 9.3.1 (longueur d'un arc de classe €')

Soit t — M(t) un arc paramétré de classe C', défini sur un segment [a,b], avec a < b.

b
Alors cet arc est rectifiable et sa longueur est égale d : L = / | M'(#)] dt.
a

Reprenons les notations de la définition 9.3.4.

- tht1 - Tkt
Pour tout k de [0,n — 1], on a : MyMys, :/ M'(t) dt, done | MMy ]| < / 1M (8)]] dt.
tk tg
n—1 n—1 . b
_ k+1
I en résulte : Ly = S [Mhpar]| < 3 / 1M ()] dt, cest-a-dire L, < / M (8)]] d.
k=0 k=0"tk a

b
Ainsi / | M'(t)|| dt majore la longueur de toute ligne polygonale inscrite dans Parc ¢ — M(t).
a

b
Cela prouve que cet arc est rectifiable, et que sa longueur L vérifie L < / | M (t)]] dt.
a

On admet qu’il y a égalité. O

Longueur de I’arc ou longueur du support ?

La notion de longueur est par nature géométrique, et cela peut créer des ambiguités liées a la différence
qu’il convient de faire en I'arc lui-méme (c’est-a-dire application ¢ — M (t)) et le support de celui-ci.

Considérons I'exemple trivial de I'arc plan défini par M (t) = (cos(t), sin(t)) pour 0 < t < 4.

Ici le support est le cercle unité, parcouru deux fois. Si on parle de longueur de 'arc, doit-on considérer
celle du support (ici 27) ou celle de la trajectoire suivie par le point M(t) (ici 4m)?

Quelques remarques

— le résultat précédent est facile a interpréter (méme si ce n’est pas tres rigoureux) en considérant que la
longueur totale de I'arc est la « somme » de longueurs élémentaires ||dM ||, avec ||[dM|| = || M'(t)|| dt;

— la longueur de l'arc plan t € [a,b] — M(t) = (x(t),y(t)) est L = / )+ y2(t) dt.

— on consideére I'arc de classe C! défini par y = f(z), avec a < x < b;

on a M(x) = (z, f(z)) donc M'(z) = (1, f’(x)) : la longueur de 'arc est L = / V31+ 2 (x

Quelques exemples

x
— Considérons 'arc de chalnette y = mch(), avec m > 0, entre x = a et x = b.

On aici M(x) = (x,mch(;:;)) donc M'(x) = (1,sh<x>) donc ||M'(x)|| = ch(i).

On en déduit la longueur pour a <z <b: L = / ch( > dr = m(sh(b> — sh<a>>.
m m

x(t) = R(t — sin(t))
y(t) = R(1 — cos(t))

— Considérons 'arc de cycloide { , avec 0 < t < 27 (cf figure 9.3)
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t
M'(t) = R(1 — t),sin(t)) d M' ()| = 2—-2 t) =2 <>
On a M'(t) = R(1 — cos(t),sin(t)) donc | M'(t)]| = R4/ cos(t) RCOS2
Onen déduit £ = 4R [ cos(5) dt = 8
0

z(t) = acos®(t)
y(t) = asin3(t)

Pour avoir la longueur totale, on multiplie par 8 la longueur partielle obtenue pour 0 < t <

— Considérons 'astroide { (cf figure 9.4).

il
3 ‘
On trouve M'(t) = 3asin(t) cos(t)( — cos(t), sin(t)) donc ||M'(t)|| = ?a sin(2t).
w/4 /4

Ainsi L = 124 / sin(2t) dt = 6a[— cos(2t)] — 6a.
0 0

— Considérons 'arc d’hélice circulaire t — M(t) = (acos(t), asin(t), bt), avec 0 <

t < 2.
27
On a M'(t) = (—asin(t),acos(t),b) donc ||[M'(t)|| = Va? 4+ b% et L = / | M'(t)]| d
0

t =27vVa? + b2,

9.4 Construction d’arcs plans, avec des exemples

9.4.1 Etude d’un arc plan au voisinage d’un point

On va utiliser un développement limité pour décrire la forme d’un arc plan t — M (t) au voisinage d'un
point M (ty). Dans la pratique, on n’aura besoin d’utiliser cette méthode que si le point M () n’est pas
régulier, ¢’est-a-dire si le vecteur vitesse M'(ty) est nul.

> Utilisation d’un développement limité

On effectue un développement limité de ¢ — z(t) et ¢t — y(t), en ty, & un ordre ¢ « suffisant ».

Ces développements limités relévent en théorie de la formule Taylor-Young (mais dans la pratique, ils
sont obtenus pas les opérations sur les développements limités usuels).

z(to + h) = z(to) + arh + agh® + - - + a,h? + o(h?)
y(to + h) = y(to) + bih + bah® + - - - 4 bsh? + o(h9)

On regroupe en un développement vectoriel : M (to+h) = M (to) + hﬁl + hZﬁQ +eet hqﬁq +o(h?) (%)

Dans cette notation, il faut comprendre ﬁk = (ay, by).

— / t ! t 1 t 1
On a m =2(t) et aussi as = M et by = M. On en déduit Uy = M'(ty) et Uy = =M"(to).
by = o/ (to) 2 2 2

> Notations importantes

_>
— on note p le plus petit entier de N* tel que Up # 0 (et en particulier p = 1 si M (ty) est régulier) ;
— on note ¢ le plus petit entier strictement supérieur a p tel que ﬁp et ﬁq soient libres;
— c’est la recherche de p et ¢ qui détermine 1'ordre auquel doit étre poussé le développement (x).
Avec ces notations, le développement s’écrit M (ty + h) = M (to) + hpﬁp +- 4 hqﬁq +o(h?) (¥)

Dans I'égalité (x), les pointillés désignent des vecteurs colinéaires a 7,3.
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> Tangente au point M (ty)

Par définition, la tangente a 'arc en M (ty) est, si elle existe, la position limite (quand h tend vers 0)
de la corde passant par M (to) et M(ty + h).

1
Une conséquence importante de I’égalité (x') est que : ’lziH(l) —hp]\/[ (to) M (to+h) = U,
—

1
Mais ﬁM (to) M (to+h) est un vecteur directeur de la corde passant par M (to) et M(to + h).

1
La tangente en M (%) est donc la droite passant par M (o) et dirigée par U, = —M ®) ().
p!

Quand p = 1, on retouve ce qu’on sait déja : le vecteur Uy = M’(ty) # 0 dirige la tangente en M (o).

Plus généralement, la tangente en un point M (¢y) d’un arc plan est dirigée par le premier vecteur dérivé
non nul en ce point (mais on insiste sur le fait que le développement (¥') n’est en général pas obtenu
par la formule de Taylor, mais plutdt par des opérations sur des développements limités usuels).

> Allure de I’arc au voisinage de M ()

Plagons-nous (avec les notations précédentes) dans le repere d’origine M (ty) et de base ﬁp, ﬁq.
Notons X (t),Y (t) les coordonnées de M (t) dans ce repére.

X(to + h) = h? + o(hP) ~ h?

Y(to+ h) = h?+ o(h?) ~ h?

Ce résultat permet, en fonction de la parité de p et g, et de la §osition de t par rapport a ty, de placer
le point M (t) dans les différents quadrants du repere (M (ty), U,, ﬁq)

Quand h — 0 (donc quand t — ty), I'égalité (x') donne {

> Les différents cas possibles

On va maintenant voir les différents cas possibles.

Dans les schémas ci-dessous, on a représenté une portion du support de 'arc, au voisinage du point de
parametre ty. L’arc est « orienté » dans le sens des t croissants.

Dans chaque cas, on a représenté un tableau des signes de X(t) et de Y (¢) au voisinage de t = g, ce
qui permet de suivre les déplacements du point M (¢ = to + h) selon son appartenance aux différents
quadrants du repere (Mg, X,Y) (on rappelle que le vecteur ﬁp dirige 'axe MyX, que le vecteur ﬁq
dirige 'axe MyY', et que 'axe MyX est la tangente en M, a l'arc).

On classé les cas selon une sorte de « probabilité décroissante » (c’est subjectif, il faudrait prendre en
compte la probabilité conditionnelle sachant que ’exercice est proposé par tel ou tel, ici ou la...)

p est impair et g est pair‘

Y
On trouve le cas usuel p = 1 et ¢ = 2, <ty Ly I= /
c’est-a-dire OM'(ty) et OM"(ty) libres. XH - 0 + \ ____,/;
Le vecteur OM"(ty) est alors dirigé dans | Y(H)| + 0 + Mo X
la concavité de la courbe.

’ p est impair, et g est impair‘ Ve
t<ty Ly t=l /
Le cas usuel est p = 1, ¢ = 3, donc :
OM'(ty) # 0 et OM"(t) lié 4 OM'(t)) | XD| = 0 =+ — 4’(};
- 0
La courbe « traverse » sa tangente. Y(I) 0 + /

My est un point d’inflexion.
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p est pair, et ¢ est impair Y
t<ly fy &=

Le plus souvent p = 2, ¢ = 3. “l ‘% 7% v

: . XH + 0+ 0
On dit que le point M, est un = I
N . (o) - 0 4

rebroussement de premiere espéce '

p est pair, et ¢ est pair y
t<ly Ly 1t=1

Le plus souvent p = 2, ¢ = 4. 0 {+0 (.)0 : 0

On dit que le point My est un 0 N 0 . M, .

rebroussement de seconde espece.

Une étude supplémentaire distinguera les deux branches de I'arc.

On retiendra que le cas usuel est p = 1, ¢ = 2, c’est-a-dire quand OM’(ty) et OM"(ty) sont libres :
c’est ce qu’on appelle un point birégulier, méme si le mot ne figure pas explicitement au programme.
Rappelons que dans ce cas, le vecteur accélération OM" (ty) est dirigé dans la concavité de 'arc, ce qui

semble logique si on considere le mouvement d’un point M (t) de masse m provoqué par une force F'(t)
qui s’applique en M (t), selon 1'égalité : ?(t) =mOM"(t).

> Remarque sur les points d’inflexion
Avec les notations précédents, les points d’inflexion sont caractérisés par la condition « p, g impairs ».
En un tel point M(t), les vecteurs OM'(t) et OM"(t) sont nécessairement liés.

2'(t) 2"(t)
y'(t) y'(t)

On trouve A(t) = 2/ (¢)y"(t) — 2" (t)y'(t) = —2*(t)m’(t), ot on a posé m(t) =

Les inflexions sont les points ou le déterminant A(t) = s’annule en changeant de signe.

Cett quantité m(t) représente le coefficient directeur de la tangente a l'arc au point M (t), du moins
quand z'(t) # 0 (donc en un point régulier, et avec une tangente non verticale).

L’étude de t — m(t) donne des indications intéressantes sur la fagon dont varie le coefficient directeur
de la tangente au point courant. En particulier, I’étude des extremums de m(t) permet de déterminer
(si nécessaire) les éventuels points d’inflexions de l'arc.

9.4.2 Etude d’un arc plan au voisinage d’une branche infinie

On consideére un arc ¢ — M (t) de R?.
On se place au voisinage d’'un point ¢, adhérent a I (éventuellement ty = £00).

On dit que larc t — M(t) présente une branche infinie au voisinage de tq si lim | M(t)| = +oc.
0

> Asymptotes horizontales ou verticales
Les cas suivants sont assez faciles a étudier :
— si tlg% x(t) = oo et tlg% y(t) = yo € R, on est en présence de I'asymptote horizontale y = yo ;
le placement (au-dessus ou en-dessous) par rapport a cette asymptote dépend du signe de y(t) — yo.
— si }Lr% x(t) =z € Ret tlgg) y(t) = 0o, on est en présence de I'asymptote verticale x = xy;

le placement (& gauche ou a droite) par rapport a cette asymptote dépend du signe de z(t) — xo.
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> Branches paraboliques, asymptotes obliques

On se place ici dans le cas ol on a a la fois lim z(t) = oo et lim y(¢) = oc.
t—to t—to

t
Si de plus lim M = a, on dit que l'arc présente (quand t — %) :
t—to m(t)

— une branche parabolique dans la direction Oy si a = +o00;
— une branche parabolique dans la direction Ox si a = 0;

— la direction asymptotique y = ax si a est un réel non nul (%)

Dans le cas particulier (x) d’une direction asymptotique y = ax quand ¢ tend vers ¢ :

— si tllgl(y(t) —az(t)) = £o0, on parle de branche parabolique dans la direction y = az;
0

— si }E? (y(t)—az(t)) = b € R, on dit que la droite y = ax + b est asymptote a la courbe;
0

la quantité y(t) — ax(t) — b donne alors la position de la courbe par rapport a 'asymptote : si cette
quantité est positive (resp. négative) quand ¢t — ¢, alors la courbe est (localement, quand ¢ — ;)
« au-dessus » (resp. « en dessous ») de asymptote d’équation y = ax + b.

> Utilisation de développements asymptotiques

Plagons-nous dans le cas ou tll)r% x(t) = oo et tllgé y(t) = 0o, avec ty dans R.

On effectue un développement asymptotique de x(to + h) et y(ty + h) au voisinage de h = 0.

Ces deux développements contiennent des puissances négatives de h.

Par combinaison linéaire, on en déduit un développement de ax(ty + h) + by(to + h) en h = 0.

L’idée est de choisir a et b pour y éliminer (si possible) les puissances négatives de h.

Si tout va bien, on a alors obtenu : ax(ty + h) + by(ty + h) = a+ Sh + o(h).

Ainsi tlLr%(ax(t) + by(t) — a) = 0, ce qui traduit 'existence de 'asymptote oblique aX +bY —a = 0.
L’étude du signe de ax(t) + by(t) — a permet alors de préciser la position (au voisinage de ¢ = () de

la courbe par rapport a cette asymptote (cela dépend du signe de [ : si ce coefficient est nul, il faut
pousser un peu plus loin les développements asymptotiques de z(t) et de y(t)).

> Un exemple d’étude d’asymptote

t?
L’arc plan défini par z(t) = 1 et y(t) = T présente une branche infinie quand ¢ tend vers 1.
Plus précisément : t1_1>11n_ z(t) = —o0, tl_l}Iln_ y(t) = —o0, tl_l}l’ﬂ_ z(t) = o0, t1_1>11r£r y(t) = +oo0.
— Sans utilisation de développement asymptotique :
t
Quand ¢ tend vers 1, M = t(t+ 1) tend vers 2. Il y a donc la direction asymptotique y = 2z.

(t)

42 —2t t(t 42 3
D’autre part, y(t) — 2z(t) = :;_ = (t:l) tend vers 2 quand ¢ tend vers 1.
3 28+t—-3 (t—1)(2t+3) 5
Enfi t) —2x(t) — = = = ~—(t—1 dt—1.
nfin y(t) = 22(t) — 5 = 555 2(t+ 1) 7 (= 1) quan
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— Awec utilisation de développement asymptotique :

On aurait également pu procéder de la maniere suivante, en posant ¢t = 1 + h.

1+h 1 h  h? 1 1 h

D’ t:z(t)=——~=—(14+h)({1—=+ — hQ)— - — = h).

une part : z(t) CED 2h( + )( 2+4+0( ) on T 1 8+o()

, (1+h)? 1 4 /
D’autre part : y(t) = = E+2+h.

3 5h
On en déduit y(t) — 2x(t) = st t o(h). ey
On retrouve donc I'équation y = 2z + 5 . .
1 2

Le placement donné par le signe de h =t — 1.
Par rapport a son asymptote, la courbe est « au-dessus » 5]

quand t — 17, et « en-dessous » quand ¢ — 1~.

Voici 'allure de la courbe au voisinage de ¢ = 1.
fig. 9.1 — Une asymptote

9.4.3 Etude globale d’un arc plan
Dans cette section, on voit comment procéder a I’étude compleéte d'un arc ¢ — M (t) du plan, Pobjectif
final étant bien str le tracé (soigné) du support de cet arc.

Jusqu’a présent, on a surtout privilégié les études locales (ce qui se passe au voisinage d’un point). On
va maintenant adopter un point de vue plus global.

L’étude se déroule en plusieurs étapes. L’ordre indiqué ci-dessous est conseillé.

> Domaine de définition, et degré de régularité de ’arc

On commence par préciser le domaine de définition D de la fonction ¢ — M (¢) (un intervalle ou une
réunion d’intervalles), et on indique l'ordre de dérivabilité.

> Réduction éventuelle du domaine d’étude par périodicité

Si les fonctions ¢ +— x(t) et t — y(t) sont T-périodiques, alors on peut limiter le domaine d’étude a un
intervalle de longueur T'. L’arc est alors parcouru tout entier sur cet intervalle.

Une courbe de Lissajous :
z(t) = cos(3t) 0.57

Counsidérons par exemple Uarc défini par
P P P {y(t) — sin(2t)

2
La fonction t — x(t) est g—périodique. 0E
Quant a la fonction t — y(t), elle est m-périodique.
Ainsi la fonction ¢t — M (t) = (z(t), y(t)) est 2m-périodique.

On obtient donc toute la courbe avec —7w <t < 7.

Voici 'allure de 'arc : il s’agit d’une courbe de Lissajous. 11

fig. 9.2 — Courbe de Lissajoux
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Sans que la fonction ¢ — M (t) soit T-périodique, il arrive que M (t + T') dépende de M (t) par une
transformation géométrique simple. Il suffit alors d’étudier l'arc sur [to, to + T, puis d’appliquer cette
transformation géométrique (éventuellement de fagon répétée) pour obtenir toute la courbe.

L’exemple de I’astroide :

Considérons I'arc défini par z(t) = R(t — sin(t)) et y(t) = R(1 — cos(t)).

Pour tout réel ¢, on constate que M (t + 2m) = M(t) + 27 R(1,0).

Ainsi le point M (t + 27) se déduit de M(t) par la translation de vecteur 20mR 7.

11 suffit donc d’étudier 1'arc sur [—m, 7], puis de compléter par des translations de vecteur TR .

Le résultat est bien connu, c¢’est une cycloide :

8 B 4 2 U 2 4 5 g
fig. 9.3 — La cycloide
> Réduction éventuelle du domaine d’étude par symétrie

/
s . , N = 2a —
Rappelons que la symétrie d’axe la droite z = a est donnée par le systeme {x a=

/
r_ y =y
De méme, la symétrie d’axe y = b est donnée par {x v

/
y=2b—y ,
o , . = 2a —
Enfin la symétrie ponctuelle de centre (a,b) est donné par le systéme {x, 22 *
Yy =20—Y
Pour l'arc t — M(t) défini sur I, on suppose que les conditions suivantes sont réunies :

— l'intervalle I est partitionné en I = J U K.

— il existe une fonction t — t' = () telle que, si ¢ parcourt J alors ¢’ parcourt K.

— il existe une méme symétrie reliant M(t) et M(t') pour tout ¢ de J.

Dans ces conditions, on étudie I’arc sur le sous-intervalle J, et on applique la symétrie a la portion de

courbe obtenue, ce qui donne le support de I'arc sur 'intervalle I tout entier.

La fonction t — t' = ¢(t) est tres souvent l'une des fonctions suivantes :
— la fonction t — —t (notamment quand ¢ — z(t) et t — y(t) sont paires ou impaires) ;

cela permet de réduire I'étude de 'arc aux valeurs ¢ > 0.
a+b
— une des fonctions ¢t +—t' =a+b—t ou t—t = T—i—t quand I = [a, b];
cela permet de réduire I’étude de 'arc a une moitié de I'intervalle 1.

z(t) = acos®(t)

L’exemple de P’astroide : considérons I'arc 5
y(t) = asin®(t)

Les fonctions ¢ — x(t) et ¢t — y(t) sont 2m-périodiques.
I en est donc de méme de ¢t — M (t), et on obtient toute la courbe sur un intervalle [tq, o + 27].

On a {x((—g = :E(tzt) donc M (t) et M(—t) sont symétriques par rapport a Ozx.
Yy —t) = —y

Page 189


https://www.mathprepa.fr
https://www.mathprepa.fr

9.4 Construction d’arcs plans, avec des exemples

Chapitre 9 : Fonctions vectorielles

On se limite donc a [0, 7], sachant qu’il faudra ensuite compléter par la symétrie par rapport a Oz.

x(m—t) = —x(t)

y(m —1t) =y(t)

Ainsi M (t) et M(m —t) sont symétriques par rapport a Oy.

On peut donc se limiter a [0, 7/2], sachant qu’il faudra ensuite
compléter par la symétrie par rapport a Oy.

x(m/2 —t) = y(t)
y(m/2 —t) = a(t)
Ainsi M (t) et M(m/2 —t) sont symétriques par rapport a y = x.

On remarque que {

On remarque également qua {

On peut donc se limiter & [0, 7/4], sachant qu’il faudra ensuite
compléter par la symétrie par rapport a y = x.

On a représenté l'arc (avec ici a = 1) : ¢’est une astroide.

L’exemple du folium de Descartes :

Parfois la réduction du domaine d’étude n’est pas évidente.

Considérons I'arc défini pour ¢ # —1 par z(t) = et y(t) =

B3 +1

1 1
On constate que x(t) =y(t) et y(t> = x(t).
1
Ainsi M (t) et M (t’ = t) sont symétriques par rapport a y = x.

Il suffit donc d’étudier 'arc pour ¢t € J =] — 1, 1], sachant qu’il
faudra ensuite compléter par cette symétrie.

En effet quand ¢ parcourt J, le réel ¢’ parcourt | — oo, —1[U][1, oo].

On a représenté I'arc : ¢’est un folium de Descartes.

> Etude des variations de ¢ — M(t)

On forme le tableau de variations des fonctions ¢ +— x(t) et t — y(t). t
On complete par les limites de z(t) et y(t) aux bornes du domaine. 2/(t)
Le fait de placer les variations de x(t) et de y(t) sur deux lignes contigiies permet z(t)
mieux de suivre les déplacements du point M (). B
/ t y
Rappelons que m(t) = y’Et; est le coefficient directeur de la tangente en M (t). Y (1)
x
La ligne m(t) (facultative) indiquera des valeurs utiles de ce coefficient directeur. m(t)

1_

0.5

fig. 9.4 — L’astroide

fig. 9.5 — Le folium de Descartes

Le tableau de variations peut faire apparaitre des situations particulieres, qu’il faut étudier rapidement,
en représentant ’allure de la courbe au voisinage du point considéré :

— asymptotes verticales, quand lim y(¢) = +o0o et lim z(t) = 29 € R;
t—to t—to

I'allure est donnée par le signe de y(t) et par le placement de x(t) par rapport a zg;
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— asymptotes horizontales, quand lim x(t) = oo et Jim y(t) =yo € R;
0 0
I'allure est donnée par le signe de z(t) et par le placement de y(t) par rapport a yo ;

— tangentes verticales, quand x'(to) = 0 et ¢/(to) # 0;
tangentes horizontales, quand y/'(¢y) = 0 et /() # 0;

dans ces deux cas, les variations de z(t) et y(t) au voisinage de t = ¢, précisent I'allure locale.

— intersections avec I'axe 'Oz quand y(t) s’annule, et avec 'axe y'Oy quand z(t) s’annule;
) y'(t)
' (t)

on précise si possible la valeur de m(t en ces points;

— points non réguliers (ou encore « stationnaires ») quand z’(ty) = y'(to) = 0;
on étudie ces points (rebroussements de premiere espece ? de seconde espece 7), notamment avec un
développement limité, et on représente l'allure de la courbe au voisinage du point étudié.
~ branches infinies, quand lim x(t) = +oo et Jim y(t) = +oo; on les étudie, notamment avec un
—to —to

développement asymptotique, et on représente ’allure de la courbe au voisinage du point étudié.

Les symétries au secours des points stationnaires

L’étude d’un point stationnaire est parfois facilitée par des considérations de symétrie.
Revenons par exemple & l'astroide z(t) = acos®(t), y(t) = asin®(t).
y(t) sin® ¢ sin® ¢ 2t

On a z(0) = a, y(0) =0, e x(t)—a 1—cos®t 3(1—cost) 3
t
Ainsi Tim 2

=0 x(t) — a

= 0, ce qui prouve qu’il y a une tangente horizontale en (a,0).

Sachant que x'Ox est axe de symétrie, cela signifie qu’il y a en ce point un rebroussement de premiere
espece : il est donc inutile d’effectuer un développement limité en ce point.

y'(t)
'(t)

La tangente en tout point M(t), avec 2'(t) # 0, a donc un coeflicient directeur égal a —t.

= —tant.

Toujours pour notre astroide, on peut aussi remarquer que : m(t) =

Par passage a la limite, on retrouve la tangente horizontale au point M (0) = (a,0).

> Points doubles éventuels

On procede (au brouillon, ou avec sa calculatrice) a un tracé sommaire de la courbe.
Celui-ci peut faire apparaitre un « point double ».

Sa détermination (si elle possible) peut ajouter a la précision générale du tracé.
x(ty) = x(t1)
y(to) = y(t1)

Ce systéme est symétrique en to, t1, et il admet la solution évidente (mais a rejeter) to = ¢;.

On recherche un point double en résolvant { avec ty # t.

En général (notamment quand z(t) et y(t) sont des fractions rationnelles), on peut factoriser (¢; — tg)
dans les deux égalités de ce systeme.

Apres simplification par (¢; — ty), et compte tenu du caractére symétrique du probléme, on obtient un
systéme par rapport a p = tot1 et s = to + t1, et qui permet de trouver la ou les paires solutions {t¢, ¢}
et donc le ou les points doubles.
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Un exemple d’étude de point double
t2
t—1

On considere larc défini sur R\ {—1,1} par z(¢) = T et y(t) =

On va montrer que cet arc présente un point double.
On doit donc trouver deux réels ty et ¢; distincts tels que M (ty) = M (ty).
x(to) = z(t to(t3 —1) =t (2 — 1 ty —to)(tot1 +1) =0
M(to)ZM(tl) N (0) (1) o (2)(1 ) ;(0 ) o (1 0)(01 )
y(to) = y(tl) to(tl — 1) = tl(to — 1) (tl — to)(to + tl — t0t1> =0

to+t, = —1

Or ty # t1, ce qui donne
0 # q {t0t1:—1

Les réels tg,t; sont donc les racines de 1'équation t?> +¢ — 1 = 0.
~1++5 t t2

Ainsi t = . Pour ces deux valeurs de ¢, on a z(t) = P —lety(t)= e —1.
—1—-+/5 -1 5
On constate donc que A = (—1,—1) est point double, pour ¢, = 2\/_ et t; = —12_\/_
') t2—-t)(t+ 1)
En tout point M (t) de l'arc, la tangente a pour coefficient directeur m(t) = y/Et; = ( v >—l(— 1+ ) )
x
Mais pour t = tg et t = t;, on peut simplifier m(¢) en utilisant > =1 — ¢ donc t* +1 =2 — .
0.5
On trouve : 2 a5 4 45 05
m(t) =t{t+1)? =t(t*+2t+ 1) 0
=t2+t)=2t+t*=1+1¢ 0e
On constate donc que :
m(to)m(t1> = (1 + to)(l + tl) -1
=tol1+ (to+t1)+1=-1
Ainsi les deux tangentes en A(—1, —1) sont orthogonales.

On a représenté ici 'allure de I’arc au voisinage du point double. 2
fig. 9.6 — Un point double

> Points d’inflexion éventuels
a'(t)  y'()

s’annule en changeant de signe.
:L,// (t) y//(t) g g

Il s’obtiennent en cherchant quand

On peut également chercher les extrémums de m(t) = (qui se simplifie parfois).

> Tracé définitif

Toute I'étude de 'arc trouve son aboutissement dans le tracé final, qui doit étre soigné.

On commencera par placer les différents éléments sur lesquels « repose » la courbe (tangentes horizon-
tales ou verticales, asymptotes, points non réguliers, intersections avec les axes).

I1 n’est pas nécessaire (au contraire) de faire figurer les autres points intermédiaires (et n’ayant aucune
propriété particuliere) ayant servi au tracé.
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9.4.4 Une étude complete : le bicorne

cos?(t
On se propose de tracer 'arc plan défini par : Vi € R, z(t) = sin(t) et y(t) = 2(()t)
— Cos
L’arc est de classe C*° sur R, et il est 2mr-périodique.
On peut donc limiter 1’étude & un intervalle [—, 7] et toute la courbe est obtenue.
On a {x(—t) = —=(t) donc M (t) et M(—t) sont symétriques par rapport a Oy.
y(—t) = y(t)
On se limite donc a [0, 7], sachant qu’il faudra ensuite compléter par la symétrie par rapport & Oy.
4 — cos(t)
(2 — cos(t))?

—2cos(t) sin(t)(2 — cos(t)) — cos?(t) sin(t)

Ona 2/(t) = cos(t) et y'(t) = (2 — cos(t))?

= —sin(t) cos(t)

On en déduit que t — x(t) est strictement

croissante de [0, 721 sur [0, 1], décroissante de |—, 7| sur [0, 1]

| x
&\
=
+

De méme la fonction ¢ — y(t) est strictement

1
] 1 x(t)
décroissante de [O, ﬂ sur [0, 1], croissante de g, | sur {O, 3} O/ \ 0
o - o 1 -
On a représenté ici le tableau des variations des fonctions z et y. 1 y(t) \ 0 / 3
Il y a une tangente horizontale en M (0) = (0,1) et en M (7)) = (O, 3) Yo — 0 + 0

Le point stationnaire :

™
On étudie le point stationnaire, obtenu pour ¢ = 5

2

On trouve : x<72r + h> =cos(h)=1— h2 + o(h?)

. sin®(h) _ (h+o(h?))? 2 h
De meme.y<2+h> > tsn(h) 2% h+o(h) §h (1+o(h))(1—2~|—0(h)

1 /- 1
Ainsi M(g + h) = M(g) + h2U, + WUz + ?(h:}), avec Uy = 3 ( 11> et Usg = —— <O>

hroon
) =%~ o)

4 \1

T
Les vecteurs U, et Us sont libres donc M (2) = (1,0) est un point de rebroussement de premiére espece.

1 ) a pour équation Y =1 — X.

La tangente, dirigée par U, donc par (
Le point d’inflexion :

T
Un tracé rapide fait apparaitre un point d’inflexion I = M(ty) pour un certain ¢, de ]0, 3 {

Pour simplifier les notations, on va poser S = sin(t) et C' = cos(t).

Toutes les dérivations se font par rapport a la variable t.

o iy _ o C =4 iy Y@ (C-4)S
On a bien str « —Cety(t)—SC<C_72)2 doncm(t)—aj/(t)— -2
-S54+ (C—4)C  2(C—-4)S* 202 -4C—-1 2(C—-4)(C*-1)

(€ —2) (C-2p — (C-2?  (C-2p

On en déduit : m/(t) =

Page 193


https://www.mathprepa.fr
https://www.mathprepa.fr

9.4 Construction d’arcs plans, avec des exemples

Chapitre 9 : Fonctions vectorielles

(202 — 40 — 1)(C —2) — 2(C —4)(C? —1)  3(3C —2)

Ainsi : m/(t) = =

(€ —2)° (C—=2)°

2
La fonction t — m(t) passe par un extremum quand C' = 3 c’est-a-dire t =ty = arccos(3

. 4 5 cos?(t)
On a alors z(t) = sin(ty) = \/; =3 et y(to) = 2 —cos(t)

2 5V
La tangente en M (tq) est dirigée par M'(ty) = (3, —;g_) (la pente est m/(ty) = ——
On trace la courbe représentative avec Python :
from pylab import *
t = np.linspace(0,2*pi,100)
x = sin(t)
y = cos(t)*x2/(2-cos(t))
show(plot (x,y))
1.0
0.8
0.6
0.4+
0.2F
0079 05 0.0 05 10

fig. 9.7 — Le bicorne

(miracle!)

~1.4).
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